Décomposition de Dunford

Proposition — Soit f € L (E). On suppose que le polyndme minimal iy de f

est scindé :
m

==

i=1

Pour tout i € [1;m], on note

V. = ker(f — Aild)".

Alors E = @ Vi et pour tout i € [1;m], la projection sur V; parallélement a
i=1

@ V; est un polynome en f.

J#i

DEMONSTRATION m
D’apres le lemme des noyaux, F = @ V.
=1
Pour tout ¢ € [1;m], on pose Q; = H(X — ;).
J#i
Comme le pged des @); est 1, par identité de Bézout, il existe (U;)icpi.m) € K[X]|™

tel que
Z UiQ; =1
i=1
Pour tout i € [1;m], on pose p; = U;Q;(f) eton a
i=1

Soient i # j.
Alors p; o p; = (UiQ:)(U;Q;)(f) = (UiU;)(QiQ;)(f) = 0 car puy divise Q;Q;.
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Soiti € [1;m].
Alors p; o ij = Di © Di.

j=1
Donc p? = p; qui est bien une projection.

Soit y = pi(z) € Im(p;).
Alors

(f = Aild)"™ o pi(z) = (X = X)"UiQi(f)(x) = (Uipg)(f)(x) = 0

soit
y € ker(f — \1d)" = V.
Soit x € V.
On sait que = = ij(x) = pi(w) carVj #14, (X — N)" | Q; | U;Q;.
j=1
Donc

Im(p;) = V;.

De maniere immédiate, les V;, j # 4 sont inclus dans ker Q;(f) C ker p;.

D’ou

@ V; C ker p;.

J#i
De plus

Vo € kerp;, © = sz(x) € EBVJ
J#i J#i
On a montré que p; est la projection sur V; parallelement a EB V. 0
J#i

Théoreme

Soit E/ un K-espace vectoriel de dimension finie.
Soit f € L (E) de polynome minimal jiy € K[X] scindé.
Alors il existe un unique couple (d,n) € K[f]* avec d diagonalisable et n nilpo-
tente telles que
f=d+netdon=nod.
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DEMONSTRATION

Existence

Unicité

On peut appliquer la proposition précédente et on conserve les notations intro-
duites.

On pose

=1

Alors
Vie[l;m], Ve e V;, d(x) = \; z.

d est donc diagonalisable.

De plus on définit
n=f—d.
Alors
Vi e [1;m], Ve € Vi, n(x) = f(z) — \x.

Pour tout i € [1;m], V; étant un sous-espace stable de f, n; = n |y, est un
endomorphisme de V.

Pour tout i € [1;m], n; est nilpotent car d’unique valeur propre 0 de multipli-
cité dim V;. On note son ordre r;.

On note

r = max 7;.
1€[1;m]

n” s’annule sur chaque V;, donc s’annule sur .

Comme d et n = f — d sont des polyndmes en f, ils commutent.

Soient (d,n) et (d',n’) deux couples d’endomorphismes qui conviennent.
On remarque que

fod=(d+n)Yod =do(d+n)=dof.
Comme d’' et f commutent, les espaces caractéristiques de f sont stables par
d.

On en déduit que, pour tout i € [1;m],

dl‘Vi e} d|% = d/’vl o) )\zIdVZ
- >\7,IdVZ @) d/|VL: d|Vz o d,

Vi
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Donc d et d commutent.

Comme d et d’ sont diagonalisables, elles sont simultanément diagonalisables,
c’est-a-dire diagonalisables dans une méme base.

En particulier d — d’ est diagonalisable.

Comme d et d’ commutent, on en déduit que n et n’ commutent.
On note r et 7’ les ordres de nilpotence de n et n’ respectivement.

nr+r! & r+r i rr =i N —i
(n—ny* =3 (0 |nto (=1 ()

- 1
=0

- (Z (T JZ 7",) "o (_1)T+r’—i(n/)r+r’—i>

=7

+ (Z (7“ 42— r’) nio (_1)r+r’—i<n/)r+r’_i>

Donc n —n' = d — d’ est nilpotente. Or d — d’ est diagonalisable.

Doncd —d =n—n'=0.

Application — Soit M € M,, (C). Alors M est diagonalisable ssi e™ I’est.

DEMONSTRATION
Si M est diagonalisable alors e 1’est immédiatement.

On suppose ¢ diagonalisable.
Comme C est algébriquement clos, M admet une décomposition de Dunford
M = D + N avec D diagonalisable et N nilpotente qui commutent.
Alors
eM =PtV — P . N car D et N commutent

=eP +el(eN — 1)

Comme la matrice e” est diagonalisable et la matrice e’V — I,, est nilpotente (et
commute avec e”), c’est la décomposition de Dunford de ™.

Comme e est diagonalisable, e (e — I,,) = 0 donc eV = I,,.
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Ore™ =1, + N(I, + N') avec N nilpotente.
Comme N’ est nilpotente, I,, + N’ est inversible donc N = 0.

On conclut M = D diagonalisable. 0

Corollaire — kerexp = {M € M,, (C) diagonalisable tel que Sp(M) C 2irZ}.

20-sided dice 5 2020-2021



